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Application of Linear and Nonlinear Heat Equ-
ation in Digital Image Processing
ABSTRACT
We will explore the application of partial differential equ-
ations on digital images. We will show how to use the
heat equation to eliminate noise in an image, highlight
important elements and prepare it for possible further pro-
cessing. We also show known heat equation’s theoretical
results in a methodical sequence and then derive simple
numerical schemes based on the finite differences method.
Guided by the idea of image structure preservation, for
example edge preservation, the central part of this article
introduces Perona-Malik equation as an example of a no-
nlinear heat equation. We conclude by comparing linear
and nonlinear heat equation application on a couple of test
images.
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Primjena linearne i nelinearne jednadzˇbe
provođenja topline u obradi digitalne slike
SAZˇETAK
Istrazˇivat c´emo primjenu parcijalnih diferencijalih jedna-
dzˇbi u obradi digitalne slike. Primjenjujemo jednadzˇbu
provođenja topline kako bismo na slici uklonili sˇum, istak-
nuli vazˇne elemente i pripremili je za eventualnu daljnju
obradu. Metodicˇkim slijedom dajemo teorijske znacˇajke
linearne difuzije, a zatim izvodimo jednostavne numericˇke
sheme temeljene na metodi konacˇnih razlika. Vođeni
idejom ocˇuvanja struktura na slici, primjerice rubova, u
srediˇsnjem dijelu cˇlanka uvodimo Perona-Malikovu jed-
nadzˇbu kao primjer nelinearne jednadzˇbe provođenja to-
pline. Zavrˇsavamo s usporedbom primjene linearne i neli-
nearne jednadzˇbe provođenja topline na testnim slikama.
Kljucˇne rijecˇi: jednadzˇba provođenja topline, Perona-
Malikova jednadzˇba
Parcijalne diferencijalne jednadzˇbe uvele su novi pogled
na obradu digitalne slike. Uspjesˇnost metoda koje ih
koriste nije iznenađujuc´a, buduc´i da su takve jednadzˇbe
polucˇile uspjeh i u drugim podrucˇjima, primjerice fizici,
kemiji, elektrotehnici, graditeljstvu i drugdje. Dostupni
su opsezˇni matematicˇki rezultati, sˇto omoguc´uje stvara-
nje jednostavnih numericˇkih algoritama koje c´emo u ovom
cˇlanku predstaviti. Metode temeljene na parcijalnim dife-
rencijalnim jednadzˇbama jedne su od metoda u obradi slike
koje imaju najbolje matematicˇke temelje, a razumijevanje
ovih metoda vodilo je otkric´u brojnih novih.
1 Linearna jednadzˇba provođenja topline
U nastavku c´e nam od interesa biti linearna jednadzˇba
provođenja topline,
ut −∆u = 0, (1)
uz koju idu i prikladni pocˇetni i/ili rubni uvjeti koje c´emo
kasnije navesti. Ovdje pretpostavljamo da je vremenska
varijabla t > 0, a prostorna x ∈U , gdje je U ⊂ Rn otvoren
skup. Nepoznata je funkcija u : ¯U × [0,∞〉 → R, u(x, t), a
operator ∆ djeluje na u obzirom na x, odnosno ∆u = ∆xu =
∑ni=1 uxixi . Ova jednadzˇba poznata je i pod nazivom difuzij-
ska jednadzˇba.
1.1 Fizikalna interpretacija difuzijskog procesa
Poimanje fizikalnih procesa koji izjednacˇuju koncentraciju
između povezanih podrucˇja prilicˇno je intuitivno. Ono se
mozˇe matematicˇki formulirati Fickovim zakonom koji za
jednu prostornu dimenziju glasi
F =−Adudx , (2)
gdje je tok F kolicˇina supstance po jedinici prostora i vre-
menu (npr. u mol
m2s
), A je difuzijski koeficijent, u je koncen-
tracija (npr. u m2
s




KoG•18–2014 A. Novak, A. ˇStajduhar: Primjena linearne i nelinearne jednadzˇbe provod-enja topline u obradi ...
Tok F je uzrokovan gradijentom koncentracije u. Odnos
između F i ∇u opisan je difuzijskom matricom A, koja je
pozitivno definitna. Slucˇaj kada su F i ∇u paralelni naziva
se izotropan, a u opc´em, neizotropnom slucˇaju, F i ∇u nisu
paralelni.
Difuzija premjesˇta masu bez gubitaka postojec´e ili stvara-
nja nove. Ta cˇinjenica mozˇe se opisati jednadzˇbom konti-
nuiteta
ut =−divF.
Ako (3) umetnemo u jednadzˇbu kontinuiteta dobivamo di-
fuzijsku jednadzˇbu
ut = div(A∇u),
sˇto je upravo linearna jednadzˇba provođenja topline ako je
A = I jedinicˇna matrica. U obradi slika koncentraciju iz
ovih razmatranja mozˇemo poistovjetiti s intenzitetom boje
na određenom mjestu na slici (piksel).
1.2 Pocˇetno-rubni problem
Neka je T > 0, definiramo parabolicˇki cilindar
UT =U ×〈0,T ],
i parabolicˇki rub
ΓT = ¯UT −UT .
U nastavku zˇelimo rijesˇiti pocˇetno-rubni problem{
ut −∆u = 0 na UT
u = g na ΓT .
(4)
Iz klasicˇne teorije parcijalnih diferencijalnih jednadzˇbi [2]
poznat je sljedec´i rezultat.
Teorem 1 (Jedinstvenost na ogranicˇenim domenama)
Neka je g ∈ C(ΓT ). Tada postoji najvisˇe jedno rjesˇenje
u ∈C21(UT )∩C( ¯UT ) problema (4).
Valja napomenti da je rjesˇenje na neogranicˇenim dome-
nama, uz uvjet da je funkcija g neprekidna i ogranicˇena,









4t g(y)dy (x ∈ Rn, t > 0) (5)
Vidimo da rjesˇavanje jednadzˇbe provođenja topline za-
pravo znacˇi konvoluiranje pocˇetne temperaturne distribu-
cije, odnosno pocˇetnog uvjeta s Gaussovom funkcijom s
parametrom standardne devijacije σ = 2t. Vrlo je za-
nimljivo te bismo to ovdje htjeli posebno istaknuti, da iz
toga slijedi da je primjena jednadzˇbe provođenja topline
ekvivalentna poznatoj tehnici Gaussovog izglađivanja di-
gitalne slike. Takav postupak poznati je filtar koji se koristi
za izglađivanje slika tezˇinskim usrednjavanjem vrijednosti
unutar određenog podrucˇja (npr. konvolucijom). Upravo
iz toga dolazi ideja korisˇtenja difuzije u obradi slike.
Zakljucˇujemo uvodni teorijski dio, a u nastavku c´emo pret-
hodna teorijska saznanja primjeniti u obradi digitalne slike.
1.3 Rjesˇenje metodom konacˇnih razlika
ˇZelimo pocˇetni problem (4) rijesˇiti numericˇki. S obzirom
na to da je slika zapravo matrica, u nastavku uzimamo da
je UT = [0, p]× [0,q]×〈0,T]. Tada (4) ima oblik{
ut = uxx + uyy na UT
u = g na ΓT .
(6)
Pocˇetnu diferencijalnu jednadzˇbu c´emo primjenom Taylo-
rovog teorema zamijeniti s diferencijskom jednadzˇbom.
Diskretiziramo pravokutnik [0, p]× [0,q], gdje su p i q
dimenzije slike, s ciljem uspostavljanja odnosa između
cˇvorova u diskretnoj mrezˇi i piksela na slici, između ko-
jih je u obje prostorne dimenzije jedinicˇna udaljenost. Pri-



















sˇto uvrsˇtavanjem u (6) daje




uki+1, j − 2uki, j + uki−1, j
∆x2 +
uki, j−1− 2uki, j + uki, j+1
∆y2 .
ˇZelimo promatrati evoluciju slike kroz vijeme u diskret-
nim vremenskim koracima, sˇto znacˇi da nas za danu sliku
zanima vrijednost piksela na istom mjestu u iduc´em vre-
menskom koraku. S obzirom na to da je ∆x = ∆y = 1 do-
bivamo,




−4uki, j+uki+1, j +uki−1, j+uki, j+1+uki, j−1
]
.
Prethodna razmatranja mozˇemo i jednostavno implementi-
rati u programskom paketu SCILAB1.
1SCILAB je besplatni program otvorenog koda za znanstveno racˇunanje i numericˇke simulacije koji se koristi u znanosti i industriji. SCILAB ima
gotovo istu sintaksu kao i MATLAB, a visˇe o programu se mozˇe pronac´i na www.scilab.org
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(a) Originalna slika (b) T = 5 (c) T = 20
(d) T = 50 (e) T = 100 (f) T = 300
Slika 1: Otapanje pocˇetne slike (a) s vremenskim korakom ∆t = 0.1. Na slikama (b), (c), (d), (e) i (f) T predstavlja proteklo
vrijeme.
1.4 Simulacije
Posljednji dio ovog odjeljka prikazuje korisˇtenje dosad
izvedenih zakljucˇaka na testnoj slici Lena. U program-

















Unatocˇ tome sˇto je linearna difuzija jednostavna i primje-
njiva, ima nekoliko mana. Ocˇiti problem kod takvog, Ga-
ussovog izglađivanja nalazi se u tome sˇto ne samo da iz-
glađuje sˇum, vec´ zamuc´uje vazˇne elemente slike poput ru-
bova, cˇinec´i ih tako tezˇim za pronalazˇenje i analiziranje.
ˇZeljeli bismo razviti alat koji nam omoguc´uje uklanjanje
sˇuma na nacˇin koji bi zatim olaksˇao pronalazˇenje rubova i
ostalih elemenata slike. To znacˇi da se difuzija treba odvi-
jati samo unutar zasebnih podrucˇja koja se nalaze na slici,
”
posˇtujuc´i“ njihove postojec´e rubove. Potrebno je difuziju
prilagoditi tako da njeno djelovanje nije jednoliko na cije-
loj slici, vec´ ovisi o pojedinim pikselima i njihovim okoli-
nama.
2.1 Perona-Malikova jednadzˇba
Ideja koju su prvi uveli Perona i Malik u [4] je prilagodba
jednadzˇbe provođenja topline tako da difuzivnost ovisi o
promjenama na slici. Prisjetimo se difuzijske jednadzˇbe iz
prethodnog odjeljka. Za difuzivnost A uzeli smo jedinicˇnu
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matricu i time dobili jednadzˇbu provođenja topline. No, A
ne mora biti jedinicˇna, cˇak niti konstantna. Vidjet c´emo da
c´e nam upravo odabir prikladne difuzivnosti A omoguc´iti
postizanje trazˇenih svojstava difuzije. Kao sˇto je spome-
nuto, zˇelimo potaknuti izglađivanje unutar podrucˇja, za
razliku od izglađivanja preko granica podrucˇja. To bismo
mogli postic´i tako da vrijednost difuzivnosti bude 1 unutar
podrucˇja, a 0 (ili barem blizu 0) na granicama. Difuzija c´e
se tada odvijati unutar svakog od podrucˇja zasebno, ne pre-
lazec´i granice. Na zˇalost, ne mozˇemo unaprijed znati gdje
se na slici nalaze rubovi. Jedino sˇto mozˇemo jest ocije-
niti koliko se, s obzirom na zadani piksel, njegova okolina
mijenja.
Neka je funkcija E = E(x,y) jedna takva ocjena definirana
na slici. Bilo bi pozˇeljno da E ima svojstva:
1. E(x,y) = 0 unutar svakog zasebnog podrucˇja
2. E(x,y) = Ke(x,y) u svakoj rubnoj tocˇki podrucˇja,
gdje je e jedinicˇni vektor normale na rub u tocˇki
(x,y), a K lokalni kontrast, odnosno razlika između
intenziteta sive slijeva i zdesna od ruba.
Difuzivnost A mozˇemo odabrati tako da bude funkcija koja
ovisi o ocjeni koju smo upravo naveli, odnosno neka je A=
f (‖E‖2). Prema dosadasˇnjim razmatranjima, A bi trebala
biti nenegativna padajuc´a funkcija takva da je f (0) = 1.
Na taj nacˇin difuzija c´e se odvijati uglavnom unutar po-
drucˇja i nec´e imati utjecaja na rubovima gdje je ocjena E
velika. Srec´om, vidjet c´emo da upravo najjednostavnija
ocjena, gradijent E = ∇u daje izvrsne rezultate. Uzevsˇi u
obzir prethodno dosˇli smo do Perona-Malikove jednadzˇbe,{
ut = div ( f (|∇u|2)∇u) na UT
u = g na ΓT
. (7)
Zbog trazˇenih svojstava funkcije difuzivnosti koje se
najcˇesˇc´e koriste su




f (s2) = e− s
2
2λ2 , (9)
gdje je λ > 0. Obje funkcije su monotono padajuc´e i
f (s2) = 1 za s = 0, i f (s2) = 0 kada s −→ ∞.
2.2 Teorijski rezultati za jednodimenzionalni model
Promotrimo sada jednodimenzionalni problem

ut = div ( f (u2x)ux) na U ×〈0,∞〉
∂u
∂x = 0 na ∂U ×〈0,∞〉
u = g na U ×{t = 0}
. (10)
Za f uzmimo funkciju
f (s2) = 1
1+ s2λ2
.
Neka je funkcija toka dana s









Dakle, ova funkcija postizˇe ekstrem kada je s2 = λ2. Kako
je λ > 0 imamo
Φ′(s)< 0, |s|> λ,
Φ′(s)> 0, |s|< λ.






= f ′(u2x) ·2uxuxxux + f (u2x) ·uxx
=
(




Za velike vrijednosti koeficijent Φ′(ux) ocˇito postaje nega-
tivan, sˇto vodi na difuziju unatrag. U dvodimenzionalnom
slucˇaju bismo, kao u [1], dobili
ut = Φ′(|∇u|2)uηη + f (|∇u|2)uξξ.
Ovdje su η i ξ koordinate paralelne s ∇u i okomite na ∇u,
redom, sˇto znacˇi da je difuzija unaprijed duzˇ tangenti na
rjesˇenje u, a unaprijed-unatrag duzˇ smjera ∇u. Ocˇekujemo
da c´e blizu ruba na slici ∇u biti velik, sˇto znacˇi difuziju
unatrag u smjeru gradijenta, rezultat cˇega je izosˇtravanje
rubova umjesto njihova zamuc´enja. Prethodno navedeno
objasˇnjava kako Perona-Malikova jednadzˇba ne samo da
cˇuva rubove, vec´ ih i dodatno isticˇe.
Definicija 1 ([9])
Problem je dobro uvjetovan ako ima jedinstveno rjesˇenje
koje neprekidno ovisi o pocˇetnim uvjetima. Za problem
koji nije dobro uvjetovan kazˇemo da je losˇe uvjetovan.
Poznato je da je difuzija unatrag losˇe uvjetovana. Prema
tome, postojanje difuzije unatrag u Perona-Malikovoj je-
dnadzˇbi sugerira da bi i ta jednadzˇba mogla biti losˇe uvje-
tovana.
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Definicija 2 (Slabo rjesˇenje za jednodimenzionalni
slucˇaj, [9])
Za lokalno integrabilnu funkciju u(x, t) kazˇemo da je slabo
rjesˇenje Perona-Malikove jednadzˇbe ako je ∫U(u2 +u2x) dx
uniformno ogranicˇen za ogranicˇeni t i ako za svaku funk-
ciju φ ∈C10(R×R+) vrijedi∫ ∫
[φtu−φx f (u2x)ux] dxdt = 0.
U [3] je pokazano da ako postoji slabo rjesˇenje jedno-
dimenzionalnog problema, pocˇetni uvjet mora biti be-
skonacˇno puta diferencijabilan u podrucˇjima gdje se odvija
difuzija unatrag (|ux| > λ). To pokazuje da je moguc´e
da slabo rjesˇenje uopc´e ne postoji. Ocˇito su afine funk-
cije oblika u(x, t) = ax+b rjesˇenja, no one su nestabilne u
smislu da ako promjenimo pocˇetni uvjet proizvoljno malo,
rjesˇenje mozˇda nec´e postojati.
Teorem 2 (Nepostojanje rjesˇenja za jednodimenzionalni
slucˇaj)
Za dani g takav da je g′(x) = 0 na ∂U i g′(x) > λ na
samo jednom kompaktu u U , na primjer g′(x) > λ na
Q = 〈x0,y0〉 ⊂⊂ U i |g′(x)| < λ na U\ ¯Q, jednodimen-
zionalni problem (10) nema globalnog slabog rjesˇenja u
C1(U).
Teorem 3 (Jedinstvenost lokalnog slabog rjesˇenja za jed-
nodimenzionalni slucˇaj)
Pretpostavimo da su u i v lokalna slaba rjesˇenja (10) na
UT s jednakim pocˇetnim uvjetima g, gdje je g analiticˇka
funkcija, (g′)2 −λ2 ima samo jednostruke nultocˇke i difu-
zivnost f je analiticˇka funkcija. Tada je u(x, t)≡ v(x, t) na
UT .
Kao sˇto vidimo iz prethodnih osnovnih teorijskih rezultata,
teorija postaje prilicˇno slozˇena cˇak i za jednodimenzionalni
slucˇaj, sˇto nije ni cˇudno s obizrom da se radi o nelinearnoj
parcijalnoj diferencijalnoj jednadzˇbi.
Pogledajmo sada prakticˇnu primjenu Perona-Malikove
jednadzˇbe, kao sˇto smo ucˇinili i s linearnom jednadzˇbom.
2.3 Rjesˇenje metodom konacˇnih razlika
Programska implementacija analogna je onoj za linearnu
difuziju iz prethodnog odjeljka. Iako nije odmah vid-
ljivo kako ona izgleda, buduc´i da koristimo difuzivnost
koja ukljucˇuje funkciju koja je rjesˇenje jednadzˇbe. Zbog





















Racˇunanjem parcijalnih derivacija te primjenom Schwar-
zovog teorema slijedi




ux + f (u2x + u2y)uxx




uy + f (u2x + u2y)uyy
=2 f ′(u2x + u2y)
(
u2xuxx + 2uxuyuxy + u2yuyy
)
+ f (u2x + u2y)(uxx + uyy).
Pojednostavljena Perona-Malikova jednadzˇba je jedno-






















Uz dulji protok vremena dobivamo jacˇi utjecaj na pocˇetnu
sliku. Rezultati dobiveni eksperimentima prikazani su na
slici 2. Primjec´ujemo ocˇuvanje rubova i uklanjanje
”
zrna-
tih“ elemenata na slici.
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(a) Originalna slika (b) T = 20 (c) T = 50 (d) T = 100
Slika 2: Otapanje pocˇetne slike (a) koristec´i Perona-Malikovu jednadzˇbu s vremenskim korakom ∆t = 0.2. Na slikama (b),
(c) i (d) T predstavlja proteklo vrijeme, λ = 1.
Unatocˇ tome sˇto je algoritam osjetljiv na rubove, nakon
dovoljno vremena neki rubovi, inacˇe nedovoljno jasni, ne-
staju u stapanju s okolinom.
2.4 Usporedba s linearnom difuzijom
Za kraj dajemo usporedbu djelovanja linearne i nelinarne
difuzije. Prvo koristimo jednodimenzionalne podatke da
bismo vidjeli kako nelinearna difuzija cˇuva rubove, za ra-
zliku od linearne koja nekriticˇno ”otapa” cijelu sliku. Tes-
tni podaci dobiveni su presjekom slike Lene u smjeru x osi,
dakle graf predstavlja intenzitet sive duzˇ jedne od horizon-
talnih linija na testnoj slici. Usporedbu ova dva modela
vidimo na slici 3. Na slici 4 dajemo usporedbu modela na
dvodimenzionalnim podacima, odnosno na slici glave do-
bivenoj magnetskom rezonancom.
Slika 3: Usporedba Perona-Malikove jednadzˇbe (lijevo) i linearnog modela (desno).
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(a) Originalna slika
(b) Linearna difuzija, T = 10 (c) Nelinearna difuzija, T = 25
(d) Linearna difuzija, T = 200 (e) Nelinearna difuzija, T = 200
Slika 4: Usporedba linearne i nelinearne difuzije na sliku dobivenu magnetskom rezonancom, ∆t = 0.2, a T predstavlja
proteklo vrijeme.
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